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[ 摘要 ]   基于特征正交分解（Proper Orthogonal 
Decomposition，POD）方法中模态的思想，利用特征正

交分解基，通过改变马赫数或迎角来得到相应的流场快

照，对流场参数进行重构，基于快照范围内可以得到高

精度的重构流场结果。以 NACA0012 翼型和 RAE2822
翼型为研究对象，采用 POD 方法对流场参数进行了重

构。验证结果表明，POD 方法能高效而精确地重构所

需状态下的二维流场参数，并具有一定的外插能力。该

方法为数值风洞、流动控制及翼型设计研究提供了理论

基础。
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[ABSTRACT]   A method for reconstructing flow 
fi elds that using proper orthogonal decomposition (POD) 
basis functions or modes with great reduction on the com-
putational cost is presented. Using this approach, it is pos-
sible to construct entire aerodynamic fl ow fi elds from the 
knowledge of computed aerodynamic data or measured 
fl ow data specifi ed on the aerodynamic surfaces, demon-
strating a way to effectively combine experimental and 
computational data. There are three cases here, varying 
infl ow Mach number to NACA0012 airfoil in subsonic re-
gion and RAE2822 airfoil in transonic region. The results 
demonstrate that the POD procedure could provides ef-
fectively high accurate fl ow fi elds reconstruction when just 
very little amount of data is known. It is a simple, effective 
method for digit wind tunnel, fl ow control, and airfoil de-
sign.

Keywords: Proper orthogonal decomposition 
(POD)   Flow fi eld reconstruction   Transonic fl ow   Eu-
ler equation

特征正交分解（POD）也称为 Karhunen Loéve 变

换，是一种高效的数据分析、处理方法，已经广泛地应用

到诸多领域，如图形处理、数据恢复、人脸识别、海洋数

据处理及模型降阶等 [1-5]。Sirovich 将快照方法引入到

POD 中，使得 POD 方法变得更加高效，能应用到更加广

泛的问题中，特别是在计算流体力学（CFD）中，对非定

常气动力模型进行降阶 [6-7]。POD 降阶的原理是：从一

系列数据样本中，提取一个由 POD 基构成的最优子空

间，这个最优子空间可以看作是原系统的最优描述。对

POD 基进行适当截断，从而形成低阶子空间，大大提高

了数据处理和分析的效率。根据以上思想，本文建立了

基于 POD 的流场重构算法。算例针对 NACA0012 翼型

和 RAE2822 翼型，分别以不同 Ma 数生成快照，重构所

需状态的流场和翼型的气动特性。结果表明在生成快

照的基础上，仅通过很少部分气动参数的分布（如压力

分布），就可以重构整个流场。

1　特征正交分解（POD）

POD 的基本思想是 [8]，给出 m 个 n 维空间的数据

样本 y1，…，ym ∈ Rn，则由此样本构成的欧式空间为 V 
=span{y1，…，yn} ∩ Rn，寻找 l（l ≤ dimV）个正交向量

（即 POD 基）{ψi}
l
i=1，使得（1）式最小：

　　   ， （1）

其中， 为欧式范数。对式（1）进行最小值优

化 [8]，其约束条件如下：

　　　　　    ， （2）

经过优化可得到，满足式（1）最小化的条件是：

　　　　　　　YYTψi  = λi  ψi   ， （3）

其中，Y=[y1，…，ym] ∈ Rn×m，则称 YYT 为 POD 核。可见，

求 POD 基的问题就转化为求 POD 核的特征值与特征

向量的问题。

POD 核的维数是 n×n，求取如此大型矩阵的特征

值问题是耗时、低效的。在本文采用了如下方法求得

POD 基。

首 先 求 取 R=YT·Y（本 文 称 之 为 POD 伪 核，为

m×m 维）的特征值、特征向量，即：
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　　　　　　YTYφ i = λi  φ i    ，        （4）

则易得：

                           ψi =Yφ iλi
-1/2，   （5）

这样就将（3）式的 n×n 维特征值问题，转化为了 m×m
维特征值问题。POD 基所对应的特征值代表了该 POD

基占降阶模型总“能量”的大小。

2　基于 POD 的反设计算法 

令 为重构流场向量，则其可表示为 m 个 POD 基

{ψi}
m
i=1 的线性叠加 [2-3]，表示为：

　　　　　　　   ，      （6）

{bi}
m
i=1 为与 {ψ i}

m
i=1 对应的系数。令 p 为已知流场向量，

它可以是仅包含物面气动参数分布的数据列表。则它

和设计向量的误差 e 可表示为：

　　　　　   　　      ，     （7）

将式（6）代入到式（7）则有：

　　　      　       ，     （8）

为使误差 e 有最小值，对 e 中 bi 求偏导数并令其为 0 得

到：

　　　　　　　　     ，         （9）

整理得：

　　　　　　　M·B = F　，           （10）

其中：M=（ψi，ψi），F=（p，ψi），B 为 bi 构成的解向量。

则通过求线性方程组（10）就可以得到最优 POD 基系

数，进而得到反设计的流场。

3　流场求解器

采用有限体积法离散 Euler 方程，求解气动流场，其

积分形式为 [9]：

     

∫
Ω

wdxdy +
∮
∂Ω

( f dy − gdx) = 0   ， （11）

其中：

 ，  ， 

采用 Jameson 发展的中心差分格式离散无粘通量，

时间采用 Roung-Kutta 显式推进。计算了 NACA0012

翼型，如图 1 所示计算值与试验值吻合较好 [10]。

4　流场重构

4.1　亚音速流场

模型为对称翼型 NACA0012，计算网格为 O 型网格，

网格数为 123×43。

α=0°，Ma=[0.40,0.50]，ΔMa=0.01 构成快照矩阵，每

个流场压力数据为 123×43=5289 个。快照矩阵的维

数为：5289×11，形成的 POD 伪核的维数为：11×11，对

POD 伪核进行奇异值分解，提取 POD 基。如图 2 所示

是各阶 POD 基对应奇异值的分布，纵坐标代表了各阶

POD 基占系统总“能量”大小，从图中可以看出，奇异值

下降很快，前 3 阶 POD 基占系统总能量的 99％。图 3

是前 4 阶 POD 模态压强等值线分布。

设计马赫数 Ma=0.455，该马赫数不在快照内，仅提

供翼型物面压强分布，采用第二节所述的方法求得最优

POD 基系数，用前各阶基模态重构了设计马赫数的流

场。结果如图 4 所示，图 5 为图 4 中蓝线上压强分布的

图1　NACA0012翼型压力系数比较

Fig.1　Comparison of Cp between CFD result with experiment data 

about NACA0012 airfoil
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Fig.2　Distribution of Hankle singular values
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比较，可见，重构的压强数据与 CFD 仿真出的数据精确

吻合。

4.2　跨音速流场

模型为层流翼型 RAE2822，计算网格为 O 型网格，

网格数为 123×43。

α=0°，Ma = [0.80,0.90]，ΔMa=0.01 构成快照矩阵，每

个流场压力数据为 123×43=5289 个。快照矩阵的维

数为：5289×11，形成的 POD 伪核的维数为：11×11，对

POD 伪核进行奇异值分解，提取 POD 基。如图 6 所示

是各阶 POD 基对应奇异值的分布，纵坐标代表了各阶
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图3　前4阶流场模态压强等值线

Fig.3　Pressure isopleth at first 4 modes

图4　各阶模态重构Ma=0.455流场比较

Fig.4　Comparison of pressure between reconstruction using 

different modes and CFD data at Ma=0.455
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图7　前4阶流场模态压强等值线

Fig.7　Pressure isopleth at first 4 modes
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图5　i=63网格线上的压强比较

Fig.5　Comparison of pressure value at the grid line i=63
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POD 基占系统总“能量”大小，从图中可以看出，奇异值

下降很快，前 3 阶 POD 基占系统总能量的 99％。图 7

是前 4 阶 POD 模态压强等值线分布。

图 8、图 9 分别为前 5 阶、10 阶模态重构得到的马

赫数 Ma=0.877 流场与 CFD 计算结果比较。可见采用前

10 阶模态重构的流场质量比前 5 阶好。图 10 为 i=23

网格线（即图 4、图 5 中最粗线）上压强的比较。

图 11 为前 11 阶模态对 Ma=0.782 流场重构的压强

等值线分布与 CFD 计算结果比较。

重构过程中所用原始数据为 123 个，重构出整个流

场数据为 5289 个，已知数据占重构出的数据的 2.33%。

5　结论

本文基于特征正交分解（POD）方法中模态的思想，

进行了高效的流场重构方法研究：

（1）选择 RAE2822 翼型进行跨声速流场重构，结果

表明，在快照选择范围内，能高精度重构出翼型的流场，

对外插重构，在 Ma 数小于快照域下限的一定范围内，

具有较高精度。而随着马赫数增加，流场非线性增强，

精确重构马赫数大于快照域上限的流场情况较困难。

本方法还能很好地再现激波。

（2）POD 方法可利用少量物面数据重构出整个流

场的数据，因此可以用于数值风洞。在有实验数据的情

况下，能再现该实验情况下的流场，因此可以进行流动

控制等研究。
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图8　前5阶模态重构Ma=0.877流场比较

Fig.8　Comparison of pressure between reconstructed results 

using the first 5 modes with CFD at Ma=0.877
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图9　前10阶模态重构Ma=0.877流场比较

Fig. 9  Comparison of pressure between reconstructed results 

using the first 10 modes with CFD at Ma=0.877
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图11　前11阶模态重构Ma=0.782流场比较

Fig.11　Comparison of pressure between reconstruction

using 11 modes and CFD data at Ma=0.782
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和数学模型，并利用 ANSYS 软件对其温度和电流密度

分布进行了模拟，数值模拟和试验测量的结果吻合较

好。

（2）BGA 封装焊点的芯片端和基板端的温度随加

载电流的增大而增加，芯片边为热边，基板边为冷边，热

边的温升大于冷边的温升。因此，焊点两端的温度梯度

也随加载电流的增大而增加，并且增加方式满足抛物线

规律。

（3）互连焊点内部电流密度分布不均匀，在电流入

口处∕出口处存在电流拥挤现象。在本模拟条件下，其

电流密度数值比平均电流密度大 2-3 数量级。
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衬套，而这个衬套具有一定的弹塑性，使接头在受外载

时，通过各自塑性，改变了应力场，使得各列钉受力近似

一致，从而提高了复合材料接头的钉载分配能力，进而

使得复合材料在飞机上达到较高的许用应变能力。

3 结论

采用模拟和试验的方法对复合材料干涉钛环槽紧
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图9 干涉与间隙接头钉载分配结果对比

Fig.9 Comparison between pin load distribution of 

interference-fit joining and gap joining

间隙连接

钉编号

干涉连接

固系统连接的双搭接连接接头进行了钉载分配研究，模

拟分析研究和试验研究表明，复合材料采用干涉连接

后，由于脱胶分层和中间金属衬套在受力中弹塑性的共

同作用，较大地改善了钉载分配能力，进而提高了复合

材料结构应变许用能力，满足了设计对复合材料结构的

减重、高寿命、高可靠性要求。

参  考  文  献
[1] 牛春匀 . 飞机复合材料结构设计与制造 . 西安：西北工业大

学出版社，1995.

[2] 王武，陶华，刘风雷，等 . 复合材料多排螺栓连接钉载分配的

研究 . 绝缘材料，2006，39(1)：28-32.  （责编   良辰）


